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 يهاستتامانه زیو ن یم نستتل  تیستتیب يهادر شتتبکه ي  انر یرفع محدود يبرتر برا يک فناوریعنوان راً بهیاخ يا برداشتت ا انر یجذب ) ده:يکچ

شیه ایبرپا یصنعت شبکهبه چنینهما و ینترن  ا ساس  سبز به يهاعنوان ا صرف انر  منظور کاهشمخابرات  شر يها یدر فعال يم شده  یمعرف يب
س .  سی دوطرفه کامل با گره ن مقالهیا درا شارکتی در کانال رله گو سال م پردازیم. هدف جاذب انر ي می يهاي منبع و رلهبه پژوهش در مورد ار
 هاي جاذب انر ي اس .بهینه نرخ و توان به گرههاي ارسالی از منبع به مقصد در مدت زمان مشخص از طریق تخصیص سازي تعداد کل بی بیشینه

ساس همچنین  شی از انر ي )توانا خود بهانتقال  يمنبع و رله برا يهاگره قابلی بر ا شامل انتقال دیگر، دو حال  در نظر گرفته میهمبخ شود که 
 یمورد بررس یتمیالگور نهیبه جواب افتنی دیدگاه از منابع صیمسأله تخصطرفه توان از منبع به رله و انتقال دوطرفه توان بین منبع و رله اس . یک
ی براي انتقال تمیالگور نهیبه جواب ط،ی ن شتترادر شتتود که یها در نظر گرفته مگره در يانر  جذب نحوه يرو یطیمنظور شتترانی. بدردیگیقرار م
 يهاتمیالگور عملکرد تاًیشتتتود. نهایم ارائهعمومی  در حال  یتمیالگور نهیبه جواب ،ي انتقال دوطرفه توان. برادی یم دستتت هبطرفه توان یک
 .رندیگیقرار م سهیمورد مقا يعدد محدب يسازنهیابزار به جیقرار گرفته و با نتا لیو تحل هیمورد تجز يصورت عددهب يشنهادیپ

 سیم توان.یکانال رله، انتقال ب ، تخصیص منابع،ی، دوطرفه کامل، حل بهینه الگوریتميجذب انر  :يديلک يهاواژه
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Abstract: Energy harvesting (EH) (or scavenging) is introduced recently as a prominent technology for alleviating energy or power 
delimitations of next generation wireless networks, such as industrial systems based on the internet of things (IoT), and also as a bases 
for the green communication networks, to reduce energy consumption in man-made activities. In this paper, cooperative transmission 
is considered in full-duplex Gaussian relay channel with energy harvesting source (S) and relay (R) nodes. This paper aims at 
maximizing total number of transmitted bits from S to destination (D) in a determined time through optimal rate and power allocation 

to the EH nodes. Also, based on the nodes’ capabilities to transfer some part of their energy (power) to each other, two cases are 
considered: one-way power transfer (PT) from S to R, and two-way PT between S and R. Optimal resource allocation is investigated 
to find algorithmic solution. For this purpose, conditions on nodes’ EH profile are considered, where optimal algorithmic solution is 
obtained in one-way PT case. In the case of two-way PT, optimal solution in general form is presented. Finally, the performance of the 
proposed algorithms is analyzed numerically and compared with numerical convex optimization tools.    

Keywords: Energy harvesting, Full-duplex, Optimal algorithmic solution, Resource allocation, Relay channel, Wireless power 
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 مقدمه -1

حدودمنظور مرتفع نمودن به حدوداز  یکیکه  يانر   یم  يها یم
س ،  میسیب يهاشبکه یشگیهم به رامونیپ طیاز مح يجذب انر ا

با  يجاذب انر  يهااس . گره راً مطرح شدهیاخ نیحل نوراه کیعنوان 
س ستر شبکه شیافزا يبرا ،يبه منابع نامحدود انر  ید  يهاطول عمر 
اغلب  که يگرحس يهاگره. شتتوندیکار گرفته مهب میستتیب یمخابرات
فاده قرار  یتصتتتتادف طیمح شیپا يبرا ندیممورد استتتت  يدارا ،گیر

 يو فضتتتا یمورد استتتتفاده، منابع محاستتتبات يدر توان باتر  یمحدود
عدم امکان  لیدلبه ،يریکارگههستتتتند و اغلب پس از ب يستتتازرهیذخ

. ممکن نداردها وجود  ن يها، امکان شتتار  باترگره نیبه ا یدستتترستت
 ر،تنیکه سنگ ندیتر استفاده نمابزرگ يهايها بخواهند از باتراس  گره

 يگره، باتر يتر خواهد بود. لذا در صتتتورت اتمام باترو گران ترمیحج
 کهیو گره از کار خواهد افتاد و درصتتتورت گرددی ن نم نیگزیجا دیجد

کرد فتند، عملیاز کار ب بیتترنیها در شتتتبکه بداز گره يادیتعداد ز
 نیتراز مهم یکیشتتبکه دچار اخلال خواهد شتتد. لذا طول عمر شتتبکه 

شبکه  يهاکه به طول عمر گره [1]اس   يگرشبکه حس يهامشخصه
 وابسته اس .

با افزا شیافزا يهااز روش یکی که  طول عمر  شیطول عمر شتتتب
 يجذب انر  يهامطرح شتتده استت ، روش راًی ن که اخ يهاگره يباتر

)مانند  گریمنابع د ای طیرا از مح يانر  ،يانر  يهاجاذب .[2-4] استت 
. ندینمایم لیتبد یکیالکتر يها را به انر بدنا جمع کرده و  ن يگرما
 ،يدیخورشتتت يهاعبارتند از ستتتلول يمتداول جاذب انر  يهالهیوستتت
 يهالهی، وستتیکروبیم یستتوخت يباتر، یاب  بی ستت ،يباد يهانیتورب

 ره،یو غ  کیزوالکتریپ يهاسلول ک،یترموالکتر يمولدها ارتعاش،جاذب 
موارد متتذکور،  انیتت. از مکننتتدیم ي ورجمع طیرا از مح يکتته انر 
اغلب به عنوان  1کیاثر فوتوولتائ قیاز طر يدیخورشتت يکردن انر جذب
سهب يفناور شناخته محس يهااز گره ياریکار رفته در ب ، 4] شودیگر 
باتر يگرحس يهابر خلاف گره.  [5 ند،یکار م يکه بر استتتاس   کن
دارند؛  ینامحدود دسترس يصورت بالقوه به انر هب يجاذب انر  يهاگره

 يباشد که انر  يممکن اس  طور يجاذب انر  لهیو وس ياما منبع انر 
 ممکن يانر  دینرخ تول ن،یبر ا علاوهشود.  دیها تولنتواند در همه زمان

اذب در منبع ج يانر  دیتول لیپروفا نیب یستیاس  محدود باشد. لذا با
 .دیگر مطابق  بوجود  در گره حس يمصرف انر  لیبا پروفا

شبکه يدر مورد جذب انر  هیاول يهاپژوهش در  يگرحس يهادر 
گر گره حس یشتتانون  یظرف [8] در مرجع ارائه شتتدند. [7، 6] مراجع

 پردازد،یبه ارستتتال اطلاعات م 2AWGN کانال يکه رو يجاذب انر 
 ینه مجانبیبه 3ص برخطی[ تخصتت9در ] مورد مطالعه قرار گرفته استت .

ب جاذ یمخابرات يده در شتتبکه هایاز توابع فا یعیگروه وستت يمنابع برا
 يارائه شتتده و نشتتان داده شتتده که جواب با لحان نمودن الگو يانر 

در د. ی ی ن حاصل م یتصادف ییایو مستقل از پو يمتوسط جذب انر 
در نظر  يجاذب انر  ي[ ارستتتال با نرخ ثاب  در شتتتبکه ها10مرجع ]

نال ییهان شتتتبکهیدر چن يل انر یگرفته شتتتده و تحل  يهاو در کا

AWGN ارستتال تو م قرار گرفته استت .  یمورد بررستت یو محوشتتدگ
مورد توجه قرار گرفته  راًیاخ میستتتیب نکیل يبر رو ياطلاعات و انر 
 ا4RFID) ییویفرکانس راد ییدر شتتناستتا ییکاربردها ياستت  و دارا

ستفاده  ی[، پرتوده12ا ]5BAN) یتَن یمحل يهاشبکه[، 11] توان با ا
ما ماهواره  زریل ای ویکروویاز  . موج باشتتتتدیم [13] مایهواپ ایاز 

دامنه  يرو. اطلاعات بر کندیو اطلاعات حمل م يانر  سیالکترومغناط
 قیاز طر يانر  کهیدرحال شتتتود،یمدوله م سیو فاز موج الکترومغناط

شع ای کیدان نزدیم يالقا شع با توجه  .شودیانتقال داده م دان دوریم ت
وابستتته استت ، در  گنالیبه متوستتط مربع ستت گنالیتوان ستت کهنیبه ا

طور خاص به نرخ هب ای راتییتغ زانیمقدار اطلاعات به م کهیصتتتورت
س ، درنت گنالیس ی نتروپ سته ا زوماً منجر ل یکی يسازنهیشیب جهیواب
 يها یو اطلاعات محدود ي. لذا انر شودینم يگریشدن دنهیشیبه ب

 .[14-17]  ورندیبوجود م میسیسامانه ب کی یدر طراح را یمتناقض
ها انت-به-انتها یگذرده يسازنهیشیمساله ب [19[ و ]18]در مراجع 

شارکت کیدر  ش یشبکه م س  یدوپر شده ا سی انجامحل  . نتیجه برر
س  سازمنبع و رله قابل يم برا تو نهیبه یمشکه خط شده این ا  يجدا
کاربره را با تک یگذرده يستتازنهیشتتیکه منبع، ب یمعن نیاستت . به ا

فا به پرو فا يورود انر  لیتوجه  به پرو بدون توجه  له  يانر  لیخود  ر
داده  شتتارش ارستتال خود را مطابق با یمشتتخط زی. رله ندهدیانجام م
. علاوه دهدیم قیخود تطب يورود يانر  لیپروفا زیاز منبع و ن يورود
 يهاحلنبوده و لذا امکان وجود راه کتایحل جداشتتونده فوق راه ن،یبر ا
ند،یدر منبع مصتتترف م يکمتر ينر که ا گرید نهیبه  وجود دارد کن
[ 20در ] نیمحقق م،یسیبا توان ب یمخابرات يهاشبکه نهیدر زم[. 19]

از  یکه در  ن کاربران بخشتت نمودند یرا معرف يمفهوم مشتتارک  انر 
 یتصادف ورود يسازنهیو به یدهمنظور شکلشان را بهشدهجذب يانر 
شبکه را بهبود بخشند. در  یکرد کلگذارند تا عملیبه اشتراک م يانر 
شارک  درنیا در شبکه گنالیسطح س يجابه يباتر يانر  سطح جا م
که مشتتارک  و  زهیانگ نیبا ا .ردیگیم متداول صتتورت یمشتتارکت يها

 فراهم ینسل  ت یمخابرات يهاشبکه يرا برا يادیز يایمزا يجذب انر 
پرسش  کیا، رهیو غ ،يانر  ییداده بالا، کار  يها)از جمله نرخ  ورندیم

س سا س  که چگونه م نیا یا ص توانیا  کیمنابع را در  نهیبه صیتخ
  .دادانجام  يجاذب انر  يهاکانال رله با گره

در  ،يجاذب انر  يهادر ستتامانه یمطالعه مخابرات مشتتارکت يبرا
سأله تخص مقاله نیا س کانال کیتوان در  نهیبه صیم رفه ی دوطرله گو

یم قرار پژوهش مورد يانر  جاذب يهابا گره یگرهستتته ا6FD) کامل
یم 8ناهمدوس ا7DF) و گستتیل یکدگشتتای رله راهبرد بر تمرکز .ردیگ

شد. اگرچه تر نییکانال رله پا  یظرف يناهمدوس برا DF نییپا کران با
باشد، یکانال رله نازل اس ا م  ی)که ظرف 9همدوس  DFنییاز کران پا

 تر اس .راح  میسیب يهادر سامانه ناهمدوس مخابرات يسازادهیپ اما
 مشخص یکه در بازه زمان اس  ییها یتعداد کل ب يسازنهیشیب هدف

 مدل  نجایدر ا شوند.یم ارسال از گره منبع به گره مقصد
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 .يانرژ انتقال تيقابل و با يانرژ جاذب يهابا گره يکانال رله گوس يمدل کل: 1شکل 

موجود، مورد مطالعه قرار خواهد گرف .  يهانستتتب  به پژوهش تریکل
سدر مدل مورد  س کی ،یبرر ستق ریم صد  نیب میم گره منبع و گره مق
ل  21[، ]20[، ]18خلاف ]وجود دارد )بر  حا بر خلاف  FD[ا و نیز 

[ مورد ارزیابی 22[ و ]19] ا بررستتی شتتده در10HDدوطرفه )حال  نیم
نایی گرهقرار می قال بخشتتتی از انر ي گیرد. بر استتتاس توا ها براي انت
گیرد: هاي شبکه، دو حال  مورد مطالعه قرار میشده به سایر گرهجذب
ا انتقال دوطرفه انر ي 2طرفه انر ي از منبع به رله و )ا انتقال یک1)

ایم که انتقال انر ي بین ردهبین منبع و رله یا مشتتارک  انر ي. فرک ک
 در ياشتراک انر  نهیمقدور باشد. مطالعه هز يانهیهز چیه ها بدونگره
و  [20]مثال  ياستتت  )برا يگرید يمواز قیها موضتتتوح تحقگره نیب

به  ن پرداخته نشتتتده  مقاله نیا که در ادینیمراجع موجود در  ن را بب
صتتورت استت : حروف نیبد مقالهکار رفته در هب يهاينمادگذار استت .
ا xگر متغیرهاي تصتتادفی و حروف کوچک )مانند ا بیانX)مانند  بزرگ
ترتیب ها استت . متغیرهاي مرتبط با گره منبع و رله بهگر تحقق  نبیان

را با  Nشتتتوند. یک بردار با طول مشتتتخص می 2و  1هاي با زیرنویس
شان می ضخیم ن 1دهیم )یعنی حروف  2[ , ,.... ]N

i i iV V ViV ا که در  ن
j- امین مولفه توستتتط بالانویسj شتتتود )یعنی نمایش داده میj

iV .ا
 ارائه شده اس . 1کار رفته در مقاله در جدول به هاي اصلیينمادگذار

 مدل سامانه -2

 حافظهو نرخ کانال رله گستتتستتتته بدونکد، کدگذار، کدبردار کتاب
(11DMRC مدل  کی .باشتدیم فیقابل تعر[ 16، فصتل 23] مشتابه باا
تقال ان  یقابل يکه دارا يجاذب انر  يهابا گره یاز کانال رله گوس یکل
شکل يانر  ستند، در  س . خروج شینما 1 ه شده ا کانال  يهایداده 

 :رندیصورت زهب 2Xو  1X يهايمتناظر با ورود

2 ا1) 1 2Y aX Z  

3 ا2) 1 2 3Y X bX Z   

 مقصد هستند،-رله و رله-کانال منبع يهابهره بیترتبه bو  aکه در  ن 
در نظر گرفته شتتود.  زهیمقصتتد نرمال-فرک که بهره کانال منبع نیبا ا

 میدار نیهمچن
2 0~ (0, )Z N و

3 0~ (0, )Z N.  جاذب حد  وا
فرستتتتنده قادرند تا  يها. گرهپردازدیم طیاز مح يجذب انر  ،بهيانر 
 نیانتقال دهند تا بد گرید يهاشان را به گرهشدهجذب ياز انر  یبخش
 واحد شتتتبکه داشتتتته باشتتتند. يمنابع انر  يرو يکنترل بهتر بیترت
عات و مخابره اطلا يکار رفته براهشده بجذب يتوان مقدار انر   یریمد
 ي. انر دینمایرا مشخص م گرید يهاشده به گرهمنتقل يمقدار انر  زین
 خازنافوق ای يعنوان مثال باتر)به يانر  ستتازرهیدر واحد ذخ ماندهیباق
 مقاله نیدر ا یمسأله مورد بررس .شودیم رهیذخ ندهیاستفاده در   يبرا
س  که در مدت زمان  يها یتعداد کل ب يسازنهیشیب از منبع به  dTا

مرجع در منبع و رله همانند  يجذب انر  ندی. فر شوندیمقصد ارسال م
بروندر ادامه مستتتأله  .میکنیم يکه از تکرار  ن خوددار [ استتت 25]

 ر جذب یلحظات و مقادگرف  که در  ن  میرا در نظر خواه 12خط

 کار رفته در مقاله.به ي: نمادگذار1جدول 

  ينمادگذار

,1 2Ε E شده در گره منبع و گره رلهجذب يهايانر  بیترتبه 

T يانر  جذب یزمان بردار لحظات 

,1 2P P به گره منبع و گره رله افتهیصیتخص يهاتوان بیترتبه 

dT زمان ارسال مدت 
K  يانر  مدل جذب در يانر  جذب لحظاتتعداد 

2(0, ) 2 انسیصفر و وار نیانگیمختلط با م یگوس عیتوز 

a منبع به رله ریبهره کانال مس 
b رله به مقصد ریبهره کانال مس 

, , ,    لاگرانژ بیضرا 
( )x 

2log (1 )x 
†[ ]x max{1, }x 

0N زینو توان فیط یچگال 

W باند يپهنا 

 ریمس تلفات 
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iT ،1انر ي در منبع و رله )

iE  2و

iEمنبع و  ياز  غاز ارستال برا شیپ ا
خط، در نظر گرفتن مستتأله برون ن،یعلاوه بر ارله مشتتخص هستتتند. 

ستنده را قادر م يهاگره شده را در حال   جذب يهايتا انر  سازدیفر
در انتقال  ییاز هرگونه عدم کارا نیخط به اشتتتراک گذارند. همچنبرون
 نظر شده اس .ها صرفگره نیب يانر 

ناهمدوس استتتفاده شتتده استت  که از  DFبراي رله نیز از راهبرد 
سب  به حال  همدوس مناسبلحان پیاده س . سازي ن  طرح نیبا اتر ا
 .[16، فصل 23] اس  یافتنیدس  DMRCي برا ری، نرخ زکدنگاري

 ا3) 
1 2

1 2 3 1 2 2
( ) ( )
max min ( , ; ), ( , | )

p x p x
C I X X Y I X Y X 

 داده شده اس . ریبصورت ز یکانال رله گوس ينرخ متناظر برا

 ا4)
2 2

1 2 1

0 0

max{1, }
min ,

P b P a P
C

N N

     
     

     

 

 منبع و رله هستند. يهاتوان بیترتبه 2Pو  1Pکه در  ن 

 ال رلهکاناز منبع به رله در  يطرفه انرژکيانتقال  -3

  يدوطرفه کامل جاذب انرژ

 يهاناهمدوس دوطرفه کامل با گره DF ین بخش کانال رله گوستتیدر ا
ا را [20] از منبع به رله )مشابه با يانر  طرفهکی با انتقال يجاذب انر 

 صیمسأله  تخص يبرا یتمیالگور نهیدر نظر گرفته و به مطالعه جواب به
1داریم  1شکل  حال  در نی. در امیپردازیتوان در  ن م 20, 0  . 
 .میکنیم يبندفرمول ریفرم زرا بهابتدا مسأله 

 ا5)
1 2 1

1
1 2

{ }{ }{ } 01

2 †
1

0

max

[ ]
(1 )

i i i

i iK
i

P P
i

i
i i

P P

N

a P
l

N

 

1 ا6) 2. . 0, 0, 1,..., 1,i is t P P i K 

1 ا7) 0, 1,..., 1,i i K 

 ا8)
1

1 1 1
1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i i

i i

P l E i K 

 ا9)
1

2 2 1
1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i i

i i

P l E i K 

در  ن 
1
iقال انر  انگریب له استتت  و ن iدر دوره  يانت به ر   زیاز منبع 
2b2 2P P 2وb2 2E E .رییتغ ریصورت زرا به نهیتابع هز سپس 

 .میدهیم

 ا10)
2 †

1

0 0

[ ]
min ,tP a P

C
N N

     
     

     

 

1tکه در  ن  2P P P 

 اس . ریز دیبا ق ینیگزیا قابل جا9رله در ) يبرا يانر   یعل دیق .1لم 

 ا11)
1

1 0

,
k k

i i i
t t

i i

P l E k 

 د.ینیوس  الف را ببیپ اثبات لم.

1tصتتتورت به نکهیا يجاابتدا توان کل را به .1ملاحظه  2P P P 

2صتتتورت به م،یکن فیتعر
1 bt 2P P P  لازم به میکنیم فیتعر .

جواب ممکن  کیتذکر استتتت  کته 
1
iP  2و

iP ينتامستتتتاو يبرا 
1

1 0

,
k k

i i i
t t

i i

P l E k صتتتورت  ارائه شتتتده به يالزاماً  نامستتتاو

1

1 0

,
k k

i i i
t t

i i

P l E kهر  گر،یعبتارت د. بتهکنتدیرا بر ورده نم

iممکن  يافرازبند
tP 1 به

iP  2و
iP ممکن  يافرازبند کی ماًلزااi

tP 

 .س ین
 خواهند بود. ریصورت زبها 5-9معادلات ) ،1 لم يریبا بکارگ

 ا12)
1 1

1

{ }{ }{ } 01

2 †
1

0

max

[ ]
(1 )

i i i
t

iK
i t

P P
i

i
i i

P

N

a P
l

N

 

1 ا13) 1 1. . 0, 0, 0, 1,..., 1,i i i i
ts t P P P i K 

 ا14)
1

1 1 1
1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i i

i i

P l E i K 

 ا15)
1

1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i
t t

i i

P l E i K 

 مستتأله  محدب استت . لذا نیا شتتود،یگونه که مشتتاهده مهمان
 قابل محاسبه اس . ریفرم زبه نیلاگرانژ

 ا16)

 

 

 

2 †1
1

1 0 0

1

1 1 1

1 1 0

1

1 1 0

1 1 1

1 1 1

1 1 1

[ ]
1

i iK
i i it

i

K k k
i i i i

k

k i i

K k k
i i i

k t t

k i i

K K K
i i i i

i i t i

i i i

P a P
L l

N N

P l E

P l E

P P P

 

 



  







  



  

  

  

    
       

    

 
   

 

 
  

 

   



  

  

  

 

 ا عبارتند از:16) يبرا 13KKT ینگیبه طیشرا

 ا17)  2 †

2 †

1 0

1 [ ]
0,

[ ]

i
K

k i ii
k i

a
i

a P N


  




    


 

 ا18)
0

0,
i K

k ii
k it

i
P N


 



   


 

,0 ا19)
K

k i

k i

i 
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 خواهند بود. ریصورت زبه زین 14مکمل یلق طیشرا

 ا20)
1

1 0

0,
k k

i i i

k t t

i i

P l E k


 

 
   

 
  

 ا21) 
1

1 1 1

1 0

0,
k k

i i i i

k

i i

P l E k 


 

 
    

 
  

1 ا22) 0,i

iP k   

 ا23) 1 0,i i

i tP P k    

 ا24)
1 0,i

i k  
 

 ارائه شده اس . ریتوان در ز نهیبه صیتخص جینتا

 ا25)
*

0 ,
i

i

t K

k

k i

P N i





  


 

 ا26)
* 0

1 2 †

(1 )
,

[ ]

i
i

K

k

k i

N
P i

a







  


 

 ا27)
* *

* 1
2 2

, .
i i

i tP P
P i

b


  

 باشد. يمناسب جذب انر  طیگره منبع در شرا دیحال فرک کن

با عنوان  ا5) -ا9) روابط در شتدهفیاز مستائل تعر يادستته .1ف يتعر

سائل شراها که در  ن یم سب جذب انر  طیمنبع در  س  تعر يمنا  فیا
*ها که در ن شتتتودیم *

1 2, ,i iP P i را  ریا روابط زنهی)در جواب به
 .سازندیبر ورده م

 ا28)   * * *

2 1 1 1 1, ,i i i i iC P C P P i  

 ا29)
1

* * *

1 1 1 1

1 0

, 0 . .
k k

i i i i i

i i

k s t P l E 


 

      

ارستتتال  يبرا یکاف يتنها انر استتت  که منبع نه یبدان معن نیا
اطراف جذب کرده، بلکه امکان فراهم  وردن  طیاطلاعات خود را از مح

در  دارد. زیشتتده را نجذب ياز انر  یرله با ارستتال بخشتت يبرا يانر 

 15MACتنگنا کران  جا،نیا
1C شدیم ص .با یحالت يبرا نهیبه صیتخ

شرا که س  در الگور يمناسب جذب انر  طیمنبع در  ارائه شده  1 تمیا
 اس .

 توان صیمستتأله  تخصتت يبرا یتمیالگور نهیجواب به 1 تمیالگور .2لم 

جاذب  يهاناهمدوس دوطرفه کامل با گره DF یرله گوستتتکانال در 
منبع در  کهیاز منبع به رله را در حالت يانر  طرفهکیبا انتقال  يانر 
 .دهدیاس ، بدس  م يمناسب جذب انر  طیشرا

استت ، مطابق با  يمناستتب جذب انر  طیمنبع در شتترا یوقت. اثبات لم

 بصتتورت نهی، تابع هز1 فیتعر 1C tP مستتأله   جه،ینت در باشتتد. یم

 .شودیم لیتبد ریفرم زا  به12)

 ا30)
1

{ } 01

max
i
t

iK
it

P
i

P
l

N
 

. ا31) . 0, 1,..., 1,i
ts t P i K 

 ا32)
1

1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i
t t

i i

P l E k K 

طرفه از کي ينه در انتقال انرژيص توان بهيتم تخصي: الگور1تم يالگور

 .منبع به رله

 

i,1معادل استت  با  قرار دادن  نیا i   ( حال ،  نیا. در ا12در
i,1 ینیگزیبا جا i   ( داش  میا خواه25در 

 ا33)
*

0

1
,i

t K

k

k i

P N i




  


 

 يبرا نهیمشتتتخص استتت  که جواب به
tP تمیبر استتتاس الگور 

س نیترکوتاه س  ریم سه لم لازم برا[25] قابل حصول ا  نیا ي. چراکه 
ستنتاج ستفاده[ 3و  2، 1، لم 26] ا س . صولا قابل ح33از ) با ا اگر  ا

* میدهقرار  2 † *

1[ ] ,i i

tP a P i ،  طه هد شتتتد ا بر ورده28)راب با خوا  .
*داشتتت   میا خواه29در ) يگذاریجا

1, 0,ik i    که  ياگونهبه
* 1

* *

1 12 †
1 0

,
[ ]

ik k
i i it

i i

P
l E k

a




 

   ص جهی. در نت صورت ز نهیبه صیتخ  ریب

 خواهد بود

 ا34) 2 † **
* *

1 22 † 2 † 2

[ ] 1
, ,

[ ] [ ]

ii
ti it

a PP
P P i

a a b


   

توجه شود که  ممکن خواهد بود. 1 فیبا توجه به تعر صیتخص نیا

ذکر  انیشتوند. شتا يمستاو 2Cو  1C گرددیستبب م يافرازبند نیا
س   هنگام شرا کهیا سب جذب انر  طیمنبع در  س ، الگور يمنا  تمیا

شت) 10هرگز وارد خط  1 استت  که  یبدان معن نی. اگرددیا نمبازگ

اثبات  بیترتنیهمواره بر ورده خواهد شتتد. بد 5 طشتترم موجود در خ
 □        .ابدییم انیپا

شتتده در منبع جذب يکه انر  دیریرا در نظر بگ یطیشتترا .2ملاحظه 

هب یطیدر شتتترا نهیکه  جواب به ياگونهبزرگ باشتتتد به یاندازه کافبه
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از  فادهباشد. با است رفعالیها غدوره یتمام يا برا14) دیکه ق دیدس   
k,0 میا، دار21مکمل داده شتتده در ) یشتترم لق k  يگذاری. با جا 

i,0 می وریا، بدس  م19در ) KKT ینگیرابطه در شرم به نیا i  

i,1  میریگیم جهیا نت17رابطه با ) نیا بی.  با ترک i  نی. لذا در ا 
له ل  مستتتأ بد ا30-32)به  ا12-15) حا   جهی. در نتشتتتودیم لیت

حال   رگبز یاندازه کافبه يها1E رف ،یگونه که انتظار  ن مهمان
ص شرا یخا  تمیو لذا الگور باشدیم يمناسب جذب انر  طیاز منبع در  
 خواهد بود. نهیبه زیحالات ن نیدر ا 1

 برقرارند. ری، روابط ز1 تمیبدس   مده از الگور نهیدر جواب به .3لم 

 ا35)
1

* *

1 1 1

1 0

K K
i i i i

i i

P l E 


 

   

 ا36)
*1

* 1
2 2 2

1 0

iK K
i i i

i i

P l E
b



 

   

س  که منبع  یبدان معن نیا اش شدهجذب يهايانر  یتمام یستیباا
منظور به يبرداربهره قیاز طر ایارستتتال به ستتتم  رله و  قیاز طر ایرا 

صرف نما سال داده م  يهايانر  یتمام یستیبارله  گر،ی. از طرف ددیار
مدت زمان ارستتال  انیرا تا پا طیاز منبع و جذب شتتده از مح یافتیدر

 .دینما مصرف
 طیمنبع در شتتترا یاثبات شتتتد، وقت 2 گونه که در لمهمان اثبات لم.

 تنها بر حسب نهیاس ، تابع هز يمناسب جذب انر 
1C شودیداده م 

ا در 36ا و )35) يدهای. اگر قباشتتدیم 2Pاز  کنوای یشتتیکه تابع افزا
* میتوانیبر ورده شتتتوند، م دیاک يبا نامستتتاو نهیجواب به

1

K  را بدون
*1 میتوانیم جهی. در نتمیده شیا افزا14) ينقض نامستتتاو

2

KP  زیرا ن 

 شیافزا نی. با امیده شیافزا
1C موضتتتوح با   نی. ااف یخواهد  شیافزا

* بودننهیبه

1

iP،*

2

iP و*

1

i . متناقض اس       □  

در کانال رله دوطرفه کامل جاذب  يانرژ طرفهدوانتقال  -4

 يانرژ

جاذب  يهاناهمدوس دوطرفه کامل با گره DF یکانال رله گوستتتمدل 
 جذب يهايکه در  ن منبع و رله انر  يبا انتقال دوطرفه انر  يانر 

1با 1شکل ، در گذارندیبه اشتراک م گریدکیشده را با  20, 0   
 میرا ارائه خواه یکل یتمیالگور نهیحال  جواب به نیدر ا معادل است .

 .میکنیم انیب ریصورت ز. ابتدا مسأله  را بهردک

 ا37)
1 2

1 2

2 †1
1 2 1

, , 0 01
,

[ ]
max min ,

i i iK
i

P P
i

P P a P
l

N N
 

1 ا38) 2. . 0, 0, 1,..., 1,i is t P P i K 

1 ا39) 20, 0, 1,..., 1,i i i K 

1 ا40) 2 0, 1,..., 1,i i i K 

 ا41)
1

1 1 1 2
1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i i i

i i

P l E k K 

 ا42)
1

2 2 2 1
1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i i i

i i

P l E k K 

که در  ن 
1
i قال انر  گرانیب له و iدر دوره  يانت به ر ام از منبع 

2
i 

 .باشندیمنبع م ام از رله بهiدر دوره  يانتقال انر  گرانیب
ش40) دیق سال و در ق یحق نیاز ا یا نا س  که ار زمان هم اف یا
س . ا یمعنیب يانر  همریدوطرفه غ يانتقال انر  دیقبا عنوان  دیق نیا
ا 40)رابطه  لیدلمستتأله  به نی. اشتتودیدر هر دوره شتتناخته م زمان

 يستتازنهیهمستتأله  ب کی. حال، مستتأله  فوق را به باشتتدیمحدب نم
 .میکنیم لیمحدب تبد

 يسازنهیمعادل با مسأله بها 37-42شده در روابط )فیتعرمسأله  .4لم 

  اس . ریمحدب ز

 ا43)
1 2

2 †1
1

, 0 01

[ ]
max min ,

i iK
it

P P
i

P a P
l

N N
 

.1 ا44) . 0, 0, 1,..., 1,i i
ts t P P i K 

 ا45)
1

1 0

, 1,..., 1,
k k

i i i
t t

i i

P l E k K 

 دارند. یکسانی نهیبه ریدو مسأله  فوق مقاد گریبه عبارت د
 د.ینیوس  ب را ببیپ اثبات لم.

ض  صیمستتأله تخصتت يرا برا یتمیالگور نهیجواب به 2 تمیالگور .1ه يق

جاذب  يهاناهمدوس دوطرفه کامل با گره DF یکانال رله گوستوان در 
 ا37-42معادلات ) منبع و رله که در نیب يبا انتقال دوطرفه انر  يانر 

 . وردیداده شده اس ، فراهم م
را  ا37-42معادلات ) در شدهفیابتدا مسأله  تعر ]سرخط اثبات[اثبات. 

 لیتبدا 43-45معادلات ) در شتدهفیبه مستأله تعر 4 با استتفاده از لم
 يریپذکه تنها مستتتأله  امکان دهدینشتتتان م لیتبد نی. امیکنیم

*بر ورده شتتتود و هر  یستتتتیتوان کل با صیتخصتتت

1

iP،*

2

iP که معادله
 ممکن خواهد بود. صیتخص کیرا بر ورده سازد، ا 1)ب.

2قرار دادن  با †[ ] ,i i

t tP a P i  دیرس میخواه ریز يهاصیبه تخص. 

 ا46) 2 †

1 22 † 2 † 2

[ ] 1
, ,

[ ] [ ]

vv
tv vt

a PP
P P v

a a b


   

حال  مسأله  تنها بر حسب  نیدر ا شود،یگونه که مشاهده مهمان

tP شدیم انیقابل ب شبکه ب جه،ینت در. با  نهیصورت بههابتدا توان کل 
 نیترکوتاه تمی)الگور نقطهبهنقطه کانال يشده براارائه تمیبر اساس الگور

ا به توان 46. سپس، توان کل بر اساس )ابدییم صیا تخص[24] ریمس
له افراز م مانشتتتودیمنبع و ر نه . ه بات لمگو ذکر شتتتد،  4 که در اث

 .باشدینم کتای ن،یشیپ يهاهمانند بخش  نهیبه صیتخص
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 .يانرژ طرفهنه در انتقال دويص توان بهيتم تخصي: الگور2تم يالگور

 

 DF یکانال رله گوستت يهاگره يبرا یکل یتمیالگور نهیجواب به .5لم 

با گره مل  کا فه  مدوس دوطر فه  يجاذب انر  يهاناه قال دوطر با انت
 مجزا يستتازنهیارائه شتتده استت ، معادل با به 2 تمیکه در الگور يانر 
 کهيطوراستتت ، به 2Eو  1E افتهی رییتغ يمنبع و رله با الگوها يبرا
: میدار  * *

1 1 2E δ δ1E  2و 2b b  * *

2 2 1E δ δ2E. 
 .دینیرا بب ج وس یپاثبات: 

 هاآن ليو تحل يعدد جينتا -5

کانال  يبرا يشنهادیتوان پ صیتخص يهاتمیبخش، عملکرد الگور نیدر ا
مورد  يجاذب انر  يهاناهمدوس دوطرفه کامل با گره DF یرله گوس
 زیو ن نهیبه حلقرار خواهد گرف . موارد ارائه شده شامل راه یبررس
و  باشندیم نهیاز حالات، به یاس  که در برخ يانهیربهیز يهاحلراه
 زیاز منبع به رله و ن يانر  طرفهکیبا انتقال  یمورد بررس سامانه يبرا

 اند.ارائه شده يانتقال دوطرفه انر 
توان  فیط یباندمحدود با چگال AWGNمدل کانال 

19

0 10 W/HzN  1باند  يو پهنا MHzW   . در نظر گرفته شده اس
 ریباشد و تلفات مس لومتریک کیها گره نیفرک شده اس  که فاصله ب

100  نسب  بهره کانال  یکانال مورد بررس يباشد. لذا برا بلیدس

منبع به رله برابر با  ریمس ا16CNR) زیبه نو
2

0

SR

a

N W


 رله به  ری، مس

مقصد برابر با 
2

0

RD

b

N W


  منبع به مقصد برابر با  ریو مس

0

SD
N W


  

منبع به رله و رله به مقصد  يرهایمس يبرا کانال يهاخواهد بود. بهره
2aبصورت  بیترتبه   2وb  اند . لحظات جذب در نظر گرفته شده
بصورت  يانر  0, 2, 4, 6T با مدت زمان مطالعه ) هیثانdT ا برابر با

شده در منبع و رله جذب يهايانر  در نظر گرفته شده اس . هیهف  ثان
1 نیانگیپواسن با م عیتوز يهانمونه 2 10 mJE E  باشندیم. 

 [24ارائه شده در ] نهیربهیتوان ز صیتخص تمیالگورعملکرد دو 
 نهیبه صیتخص زیمجزاا و ن يسازنهیبه تمیو الگور 2 تمی)الگور

فوق  جینتا نیارائه شده اس . همچن 2شکل  ا در2 تمی)الگور يپیشنهاد
 يکه یک بسته برا CVX توسط ابزار  مدهبدس  يعدد نهیبا جواب به

 ویسنار ششاند. شده سهیمقا[، 27یافته اس  ]حل مسائل محدب انتظام

 يبا پروفایل جذب انر ا s1) کی يویمورد مطالعه قرار گرفته اس : سنار
در منبع  10, 21,14, 91E  و رله 7, 5, 8, 112Eیحالت ول یمیل 

 تمینسب  به الگور يعملکرد بهتر[ 24مرجع ] 2 تمیاس  که الگور
  هستند. نهیربهیها زهر دو  ن کهیدر حالمجزا داشته،  يسازنهیبه

 
 يهاتميت در الگوريبر حسب مگاب يارسال يهاتي: تعداد کل ب2شکل 

و  يجاذب انرژ يهادوطرفه کامل با گره يکانال رله گوس يمختلف برا

 ي.انرژ انتقال تيقابل با

 
دوطرفه  يرله گوسکانال  يص توان در گره منبع براي: تخص3شکل

 .2 يويدر سنار و با قابليت انتقال انرژي يجاذب انرژ يهاکامل با گره

 
دوطرفه کامل  يرله گوسکانال  يص توان در گره رله براي: تخص4شکل

 .2 يويدر سنار و با قابليت انتقال انرژي يجاذب انرژ يهابا گره
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با پروفایل جذب انر ي در منبع ا s2دو ) يویسنار 10, 9,14, 81E  

و رله  7, 5, 5, 52Eمشابه ) ول یمیلs1تفاوت که نیا اس  با ا 

با پروفایل جذب ا s3سه ) يویاس . سنار نهیبه[ 24مرجع ] 2 تمیالگور
در منبع  يانر  10, 9,7, 91E  و رله 2, 10, 10, 132Eول یمیل 

ه نسب  ب يمجزا عملکرد بهتر يسازنهیبه تمیاس  که الگور یحالت
هستند.  نهیربهیحال هر دو ز نیارائه کرده و در ع[ 24مرجع ] 2 تمیالگور
در منبع  يبا پروفایل جذب انر ا s4چهار ) يویسنار 17, 7,9, 51E 

و رله  13, 7, 9, 102Eکه در  ن  کندیارائه م  یمثال ول یمیل

ه نسب  ب يبوده و عملکرد بهتر نهیمجزا  به يسازنهیبه  تمیالگور
با پروفایل جذب  اs5پنج ) يویدارد. در سنار[ 24مرجع ] 2 تمیالگور
در منبع  يانر  7, 11,15, 151E  و رله 12,15, 10, 82Eیمیل

 نهیربهیهر دو ز کهیدارند در حال یکسانیعملکرد  تمی، دو الگور ول 
در منبع  يبا پروفایل جذب انر ا s6شش ) يویسنار  یهستند و در نها

 7, 11,11, 91E  و رله 10, 7, 11, 122Eاس   یحالت ول یمیل

 .دهستن نهیالذکر بهفوق یتمیحل الگورکه هر دو راه
که انتقال  ییهاحال  يبرا CVX نهیابزار به جی، نتا2شکل  در

منبع و  نیب يانتقال دوطرفه انر  زیاز منبع به رله و ن يانر  طرفهکی
از منبع به رله  يا انتقال انر s1اس  ارائه شده اس . در ) ریپذرله امکان

 از جهینت نی. اس یعکس  ن برقرار ن یول شودیسبب بهبود عملکرد م
  ن ندیدر منبع بهتر از فر  يجذب انر  ندیکه فر  شودیجا حاصل م ن

 کندیفراهم نم یتیها مزگره نیب يا،  انتقال انر s2در رله اس . در  )
 يگذاراشتراکو به باشدیم سانها همدر  ن يجذب انر  ندیچراکه فر 

تا از   وردیفراهم م یفرصت يا انتقال انر s3در ) اماندارد.  يسود يانر 
 . درردیصورت پذ يبرداربهره يتروبشبکه به نحو مطل يمنابع انر 

 يرا دارند عملکرد بهتر يتبادل دوطرفه انر   یکه قابل ییهاگره جانیا
ارائه  ي انر طرفهکیانتقال  ای يرا نسب  به حال  بدون امکان انتقال انر 

 یا تنها عملکرد وقتs1، بر خلاف )6و  5، 4 يوهای. در سنارکنندیم
جذب شده خود را به  ياز انر  یکه رله قادر باشد بخش ابدییبهبود م

اس  که با افزودن   ینکته حائز اهم نی. ذکر ادیسم  منبع ارسال نما
 يرا برا یتمیالگور نهیفرستنده، جواب به يهابه گره يانتقال انر   یقابل
 .میانبود، ارائه کرده ریپذامکان یراحتکه بدون  ن به ییهاال ح

 يرا برا نهیجواب به يپیشنهاد 2 تمیکه الگور  شودیم ياد وری
. لذا  وردیاس ، فراهم م سریم يکه امکان انتقال دوطرفه انر  یحالت

 هان  يهاتوان صی. اما تخصخواهد بود CVXعملکرد  ن مشابه با ابزار 
  داده شده اس ، متفاوت خواهد بود. 3-8 اشکالکه در 

به منبع و رله را  افتهیصیتخص يهاتوان ترتیببه 4و  3 يهاشکل
ینشان م 2 يویسنار يرابمختلف حل مسأله  ارائه شده  يهادر روش
رهگیافته به هاي تخصیصترتیب توانبه 6و  5 يهاشکلهمچنین  .دهند
حل مسأله ارائه شده براي  گوناگونهاي منبع و رله را در روش يها

هاي ترتیب توانبه 8و  7 يهاشکلنهایتاً دهند. می نمایش 4سناریوي 
 6هاي مختلف براي سناریوي یافته به منبع و رله را در روشتخصیص
 تخصیص يهااس ، توان نهیبه 2 تمیالگورکه  4شکل  در دهند.می ارائه

 
دوطرفه  يرله گوسکانال  يص توان در گره منبع براي: تخص5شکل

 .4 يويدر سنار و با قابليت انتقال انرژي يجاذب انرژ يهاکامل با گره

 
دوطرفه کامل  يرله گوسکانال  يص توان در گره رله براي: تخص6شکل

 .4 يويدر سنار و با قابليت انتقال انرژي يجاذب انرژ يهابا گره

 
دوطرفه  يرله گوسکانال  يص توان در گره منبع براي: تخص7شکل

 .6 يويدر سنار ليت انتقال انرژيو با قاب يجاذب انرژ يهاکامل با گره
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دوطرفه کامل  يرله گوسکانال  يص توان در گره رله براي: تخص8شکل

 .6 يويدر سنار و با قابليت انتقال انرژي يجاذب انرژ يهابا گره

از  .اس   ولیلی[  م3  3  3  3  5/2  5/2  5صورت ]به رله به افتهی
ها  اس ا توان نهیربهیمثال ز نیمجزا )که در ا يسازنهیبه در گر،یطرف د

هستند. در   ولیلی[  م84/2  84/2 84/2  84/2  84/2  84/2  5]
ه ابزار . توجه شود کستندین کنوایرفتار  يالزاماً دارا نهیبه يهاتوان جهینت

CVX دهدیاز خود نشان م [24مرجع ] 2 تمیمشابه با الگور يعملکرد .
که توان  دهدیرا نشان م یحالت 6و  5 يهاشکل، (s2)برخلاف 
  1P=4286/5 یعنیمجزا،  يسازنهیبه تمیشده منبع در الگورهمسان

 نی. ا وردیفراهم م نهیعملکرد به هیثان 1L=7با مدت زمان   واتیلیم
  5/5  5/5  5/5  5/5  5/5  5])[ 24مرجع ] 2 تمیبهتر از عملکرد الگور

5/5]=1P  یرلها م يمشابه برا يهاتوان صیمنبع با تخص يبرا واتیلیم
 .باشد
عملکرد  نهیربهیز صیتخص تمیکه دو الگور 8و  7 يهاشکلدر  
شکلدر  نیچنهم. باشدیم کسانی قاًیها دقتوان صیدارند، تخص نهیبه
 نهیمقدار به يپیشنهاد 2 تمیکه گرچه الگور شودیفوق مشاهده م يها
 يهااما توان دهد،یبدس  م يبا انتقال دوطرفه انر  CVXبا ابزار  یکسانی

یطور که مدو روش کاملًا متفاوت اس . همان نیدر ا افتهیصیتخص
 2 تمیتوان در الگور صیتخص 3-8 يهاشکل يویدر سه سنار دینیب

اس . در کنار  CVXابزار  زیتوان متما صیتر از تخصمنصفانه يپیشنهاد
ممکن اس  سبب  CVXمنبع در ابزار  يبرا ادیز يهاتوان صی ن، تخص

دن بو يموضوح کاربرد نیگردد. ا یدر کاربرد عمل یمشکلات فن یبرخ
 شتریرا ب یعمل يهادر فرستنده يریکارگهب يبرا پیشنهادي 2 تمیالگور
 .سازدیم انینما

 يريگجهينت -6

 یکانال رله گوستتت يبرا یتمیالگور نهیتوان به صیتخصتتت مقاله نیا در
ع منب يهابا گره یگرهسه دوطرفه کامل ناهمدوس لیو گس ییکدگشا
 ییحال  بر اساس توانا دوقرار گرف .  قیمورد تحق يجاذب انر  يو رله
در نظر  گریدهمبه شتتانتواناز  یانتقال بخشتت يمنبع و رله برا يهاگره

 و از منبع به رله توان طرفهکیگرفته شتتتد که عبارت بودند از انتقال 

 يمحدب ارائه شده برا يسازنهی. بهن منبع و رلهیب تواندوطرفه انتقال 
ص صو سأله، خ  يکه برا نهیجواب به يساختار يهایژگیو و اتیحل م

 کی. لذا از دهدیدستت  نمهاستت  را ب ازیمورد ن یتمیجواب الگور افتنی
قرار گرف  و جواب  یمورد بررستتت ییهاحال  مقاله نیدر ا گر،یمنظر د

 يها با  شکارسازن حال ی.  ادیها محاسبه گرد ن يبرا یتمیالگور نهیبه
ئه درک  يبرا یعموم نهیجواب به يدیکل اتیاز خصتتتوصتتت یبرخ ارا

س يشهود سأله مورد برر کانال رله ن، در یقرار گرفتند. علاوه بر ا یاز م
سائل معرف کی ،يانر  طرفهکیبا انتقال  دوطرفه کامل د ش یگروه از م
س  مهب نهیبه یتمیکه جواب الگور  کانال رله مورد مطالعه ي. برادی ید

س   مد هب نهیاز جواب به یجالب يهایژگیو ،يبا انتقال دو طرفه انر  د
رار مورد استفاده ق یدر حال  کل یتمیالگور نهیجواب به افتنی يکه برا
  گرف .

 هاوستيپ

 1وست الف: اثبات لم يپ

 کند،یا را اقناح م9) ا و8جواب ممکن که ) کی يمشخص اس  که برا
 ه،اثبات عکس گزار يا اقناح خواهد شد. برا9ا و )8) بیبا ترک زیا ن11)

i کی يا برا11اگر ) i میبر ورده شود،  نگاه دار ياریاخت 

 ا1الف.)  1 1
1 2 1 2

1 1

,

i i
i i i i i

i i

P P l E E 

 

    

1با کسر  0,i iP l i  داش  میفوق، خواه ياز دو طرف نامساو 

1 ا2الف.) 1
2 2 1 1

1 1

,

i i
i i i i i i

i i

P l E E P l 

 

    

1 میدار ا8)-ا7) جاکه بر استتتاساز  ن
1 1 0i i iE P l   با ، حال 

1 فیتعر 1
i i i iE P l    دیرس میا خواه9)رابطه به.     □ 

  4لم  : اثباتب وستيپ

رابطه با  ینیگزیقابل جا  ا39)-ا42روابط ) میاستت  تا نشتتان ده یکاف
شدیا م45) ستقبا س  چراکه با ترک می. اثبات م س  ا -ا42) بیسررا
قابل حذف شتتدن  ا39)-ا40) . ستتپسدیرستت میخواه ا45ا به )41)

 يا. برستتتندیمستتأله مرتبط ن يدهایو ق نهیهستتتند چراکه به تابع هز
 داش  میخواه ا45رابطه )اثبات معکوس، با استفاده از 

 ا1ب.)   1 1
1 2 1 2

1 1

, 1,.., 1

k k
i i i i i

i i

P P l E E k K 

 

      

2با کسر نمودن  0i iP l  داش  میفوق خواه ياز دو طرف نامساو 

1 ا2ب.)
1 1

1 1

, 1,.., 1

k k
i i i i

i i

P l E k K

 

      

1 که در  ن
2 2 ,i i i iE P l i   . 

 :داش  میرا خواه ریز جهینت نیبنابرا
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1 ا3ب.)
2 2

1 1

, 1,.., 1

k k
i i i i

i i

P l E k K

 

      

 اس . انیقابل ب زین ریصورت زهکه ب

1 ا4ب.)
2 2

1 1

, 1,.., 1

k k
i i i i

i i

P l E k K

 

      

0iحال اگر   1 میکنیم فیبرقرار باشتتد، تعر
i i ری. در غ 

0i يبرا صورتنیا  2 میکنیم فیتعر
i i  روابط  جهی. در نت

1برقرار خواهند بود. مشتتتخص استتت  که ا 39)-ا42) 2, ,i i i   کتای 
 □      .ابدییم انیاثبات پا بیترت نی. بدستندین

 5: اثبات لم ج وستيپ

 میدار 2 تمیالگور نهیدر جواب به
1 2C Cمستتأله بصتتورت  جهی. در نت

 اس . ریز

 ا1ج.)
1 2 1 2

2 †1
1

, , , 01

[ ]
max

iK
i

P P
i

a P
l

N
 

. ا2ج.) . (40) (42),s t 

 اس . يسازقابل ساده ریصورت زهکه ب

 ا3ج.)
1 1 2

2 †1
1

, , 01

[ ]
max

iK
i

P
i

a P
l

N
 

.1 ا4ج.) . 0, , (39),(40),(41),is t P i 

 که در  ن
2
iP ینیگزیاز مستتأله حذف شتتده استت . با جا *

1 1   و
*

2 2  داش  میخواه 

 ا5ج.)
1

2 †1
1

01

[ ]
max

iK
i

P
i

a P
l

N
 

.1 ا6ج.) . 0, ,is t P i 

 ا7ج.)
1

1 1
1 0
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 □          ورد.
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